Niveau : lycée ou plus
Quand le père Noel fait des mathématiques

Le père Noël a un grand nombre de lutins mais ils n’ont pas tous les mêmes compétences. Il a pour l’aider :
· 100 lutins contrôleurs de cadeau et de commande : les lutins C,
· 140 lutins empaqueteurs qui font les paquets cadeaux : les lutin E,
· 95 lutins distributeurs qui regroupent les cadeaux suivant leur adresse de destination : les lutins D.
Il y a au pôle Nord deux centres de gestion des cadeaux conçus différemment pour l’organisation du travail :
· L'ancien centre qui fonctionne en ilôts avec des équipes de 10 lutins C, 12 lutins E et 8 lutins D. Chaque équipe produit 2800 cadeaux par heure.
· Le nouveau centre fonctionne aussi en ilôts mais avec de plus petites équipes : 5 lutins C, 8 lutins E et 5 lutins D : chaque équipe produit 1500 cadeaux par heure.
[image: Usine De Lutins De Noël Les Elfes Du Père Noël Emballent Un Cadeau De Vacances Aides Du Père Noël Avec Des Cadeaux De Noël]
Le père Noël rend visite à son centre de gestion des cadeaux
« Ho ! Ho ! Ho ! se dit le père Noël. Je ne me souviens plus trop des leçons de math qui ont bercé ma tendre enfance. »
Peux-tu l’aider à déterminer comment il doit répartir ses lutins en équipes pour qu’il puisse produire un maximum de cadeaux pour les enfants ?
Donne ta réponse sous la forme (m,n) où m est le nombre d’équipes envoyées dans l'ancien centre et n le nombre d’équipes envoyées dans le nouveau centre.
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Énigme proposée par Daniel Margerit
Source : Exercice de première S de 1987 adapté à la période de Noel.
Crédit image : domaine public, image de freepik (ici).


Solutions
Quand le père Noel fait des mathématiques
Réponse : (5,10)
Explications :
1. Modélisation en un problème mathématique
Si on a :
· m équipes de composition (10 C, 12 E, 8 D)
· n équipes de composition (5 C, 8 E, 15 D)
on a alors 2800 m + 1500 n cadeaux par heure.
Et l’on sait que :
· L’on a au plus 100 C et donc 10 m + 5 n <= 100
· L’on a au plus 140 E et donc 12 m + 8 n <= 140
· L’on a au plus 95 D et donc 8 m + 5 n <= 95.
On doit donc résoudre le problème de maximisation sous contrainte suivant pour n, m entier :
Max (2800 m + 1500 n)
sous les contraintes :
10 m + 5 n <= 100
12 m + 8 n <= 140
8 m + 5 n <= 95
2. Résolution du problème mathématique de maximisation :
On se place dans le plan (m,n) et on trace les points entiers sous forme de points noirs.
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On trace alors les droites :
10 m + 5 n = 100 (noire)
12 m + 8 n = 140 (bleue)
8 m + 5 n <= 95 (rouge)
et l’on doit être sous (ou sur) les courbes. 
On voit que la contrainte venant de la courbe rouge ne sert à rien.
On remarque que la courbe noire et bleue se croisent en (5,10).
 
A m fixé, (2800 m + 1500 n) est croissant avec n et donc le point candidat pour chaque m allant de 0 à 10 est le point le plus haut tout en étant sous ou sur les deux courbes bleue et noire. Il y a donc 10 points candidats et donc :
· De m=0 à m= 5 le point est le point (m, int((140-12 m)/8)
· De m=5 à m=10 le point est le point (m, int((100-10 m)/5)
Ce qui donne :
(m, n, nombre cadeaux par heures)
(0, 17, 25500)
(1, 16, 26800)
(2, 14, 26600)
(3, 13, 27900)
(4, 11, 27700)
(5, 10, 29000)
(6, 8, 28800)
(7, 6, 28600)
(8, 4, 28400)
(9, 2, 28200)
(10, 0, 28000) 
Le maximum est donc obtenu en (5,10) avec 29000 cadeaux par heure.
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